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Definicje

1) Podzbidér A przestrzeni metrycznej (X, d) jest ograniczony, jedli jest on zawarty
w pewnej kuli (o jakim$ srodku = € X i jakim$ promieniu r € (0, 00)).

2) Funkcja f : X — Y z jednej przestrzeni metrycznej (X, d) do drugiej (Y, e) jest
jednostajnie ciggta jesli

Ve>030>0d(z,y) <d = e(f(x), f(y)) <e.

3) Funkcja f : X — Y z jednej przestrzeni metrycznej do drugiej jest homeomor-
fizmem jedli jest ona odwracalna (czyli réznowartosciowa i ,,na”), ciagla i odwrotna
do niej tez jest ciagla.

4) Funkcja f : X — Y z jednej przestrzeni metrycznej do drugiej jest jednostajnym
homeomorfizmem, jedli jest homeomorfizmem, jest jednostajnie ciagta i odwrotna
do niej jest tez jednostajnie ciagla.

5) Funkcja f : (X,d) — (Y, e) z jednej przestrzeni metrycznej w druga jest izometrig
jesli e(f(x), f(y)) = d(x,y) dla dowolnych z,y € X. Oczywiste jest, ze kazda
izometria jest jednostajnie ciagla i réznowartosciowa. Jesli izometria jest ,,na”,
to jest homeomorfizmem. (Prosze te oczywistosci sprawdzi¢!) Dwie przestrzenie
metryczne nazywamy izometrycznie homeomorficznymi jesli istnieje izometria f :
X — Y, ktora jest ,,na”.

6) Wlasno$¢ @ przestrzeni metrycznej (X, d) nazywa sie topologiczna jesli ma ja
kazda przestrzen homeomorficzna z (X,d). Wtasnosé ¥ nazywa sie jednostajnie
topologiczna jedli ma ja kazda przestrzen jednostajnie homeomorficzna z (X, d).
Wrtasno$é ¥ nazywa sie metryczna jesli ma ja kazda przestrzen izometrycznie home-
omorficzna z (X, d).

Uwaga

Niech w X dane beda dwie metryki d i d’. Jesli sa one réwnowazne (jednosta-
jnie réwnowazne), to funkcja tozsamosciowa jest hoemomorizmem (jednostajnym
homeomorfizmem) pomiedzy (X,d) a (X,d’).

Na odwrét, jesli f : (X,d) — (Y, e) jest homeomorfizmem (jednostajnym homeo-
morfizmem), to metryka d’ w X | przeniesiona” z Y wzorem d'(x1, z2) = e(f(x1), f(z2))
jest réwnowazna (jednostajnie réwnowazna) z metryka d.

Obie (tak naprawde to cztery) powyzsze implikacje sa de facto réwnowaznosciami.

ZADANIE -2. Udowodnij, ze suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych jest zbiorem
otwartym, podobnie jak i przekrdj skonczenie wielu zbioréw otwartych. Analog-
icznie, przekrdj dowolnej rodziny zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym,
podobnie jak i suma skonczenie wielu zbioréw domknietych.



ZADANIE -1. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Udowod-
nij, ze A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujacy warunek:
jesli (xy,) jest ciagiem elementéw zbioru A i limz, = zo (w (X, d)), to xg € A.

ZADANIE 0. Zbadaj ciaglos¢ i jednostajna ciaglo$¢, bycie homeomorfizmem lub
jednostajnym homeomorfizmem z jej obrazem, funkeji f(z) = % na dziedzinach:
(a) R\ 0,

(b) (1,50),
(©) (0,1),
(d) (1,100).

ZADANIE 1. Wykaz, ze ograniczono$¢ calej przestrzeni jest wlasnoscia metryczna.
Wskazaé przyklady, ze nie nie jest to wlasnosé topologiczna ani nawet jednostajnie
topologiczna.

ZADANIE 2. Wykaz, ze kazdy ciag podstawowy jest ograniczony.

ZADANIE 3. Wykaz, ze funkcja jednostajnie ciagta przeprowadza ciagi podstawowe
w podstawowe.

ZADANIE 4. Wykaz, ze zupelno$¢ jest wlasnoscia jednostajnie topologiczna ale nie
topologiczna.

ZADANIE 5. Podaj przyktad na to, ze obraz przestrzeni zupeej przez hoemomor-
fizm jednostajnie ciagly (ale taki, ze odwrtony jest tylko ciagly (nie jednostajnie))
nie musi by¢ zupelny.

ZADANIE 6. Wykaz, ze podprzestrzen Y przestrzeni zupelnej X jest zupelna wtedy
i tylko wtedy, Y gdy jest podzbiorem domknigtym w X (robiliSmy na wyktadzie).

ZADANIE 7. Wykaz, ze podzbiéor G C X jest gesty wtedy i tylko wtedy gdy dla
kazdego podzbioru otwartego U C X, U N G # (. (po nastepnym wyktadzie)

ZADANIE 8. Cgzy plaszczyzna z usunietym kolem otwartym jest homeomorficzna
z kotem domknietym z usunietym $rodkiem? (Mozna zastosowaé pewna funkcje
zespolong). Czy przestrzenie te sa moze jednostajnie homeomrficzne?

ZADANIE 9. Wykaz, ze przestrzen metryczna jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje niej przeliczalna rodzina kul, taka ze w kazdej kuli jest zawarta kula z
tej rodziny. (po nastepnym wykladzie)

ZADANIE 10. Wykaz, ze dowolna podprzestrzen przestrzeni metrycznej osrodkowej
jest osrodkowa. (po nastepnym wykltadzie)
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