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Definicje

1) Podzbiór A przestrzeni metrycznej (X, d) jest ograniczony, jeśli jest on zawarty
w pewnej kuli (o jakimś środku x ∈ X i jakimś promieniu r ∈ (0,∞)).

2) Funkcja f : X → Y z jednej przestrzeni metrycznej (X, d) do drugiej (Y, e) jest
jednostajnie cia̧gÃla jeśli

∀ε > 0 ∃δ > 0 d(x, y) < δ =⇒ e(f(x), f(y)) < ε.

3) Funkcja f : X → Y z jednej przestrzeni metrycznej do drugiej jest homeomor-
fizmem jeśli jest ona odwracalna (czyli różnowartościowa i ,,na”), cia̧gÃla i odwrotna
do niej też jest cia̧gÃla.

4) Funkcja f : X → Y z jednej przestrzeni metrycznej do drugiej jest jednostajnym
homeomorfizmem, jeśli jest homeomorfizmem, jest jednostajnie cia̧gÃla i odwrotna
do niej jest też jednostajnie cia̧gÃla.

5) Funkcja f : (X, d) → (Y, e) z jednej przestrzeni metrycznej w druga̧ jest izometria̧
jeśli e(f(x), f(y)) = d(x, y) dla dowolnych x, y ∈ X. Oczywiste jest, że każda
izometria jest jednostajnie cia̧gÃla i różnowartościowa. Jeśli izometria jest ,,na”,
to jest homeomorfizmem. (Prosze te oczywistości sprawdzić!) Dwie przestrzenie
metryczne nazywamy izometrycznie homeomorficznymi jesli istnieje izometria f :
X → Y , która jest ,,na”.

6) WÃlasność Φ przestrzeni metrycznej (X, d) nazywa siȩ topologiczna jeśli ma ja̧
każda przestrzeń homeomorficzna z (X, d). WÃlasność Ψ nazywa siȩ jednostajnie
topologiczna jeśli ma ja̧ każda przestrzeń jednostajnie homeomorficzna z (X, d).
WÃlasność Ψ nazywa siȩ metryczna jeśli ma ja̧ każda przestrzeń izometrycznie home-
omorficzna z (X, d).

Uwaga
Niech w X dane bȩda̧ dwie metryki d i d′. Jeśli sa̧ one równoważne (jednosta-
jnie równoważne), to funkcja tożsamościowa jest hoemomorizmem (jednostajnym
homeomorfizmem) pomiȩdzy (X, d) a (X, d′).
Na odwrót, jeśli f : (X, d) → (Y, e) jest homeomorfizmem (jednostajnym homeo-
morfizmem), to metryka d′ w X ,,przeniesiona” z Y wzorem d′(x1, x2) = e(f(x1), f(x2))
jest równoważna (jednostajnie równoważna) z metryka̧ d.
Obie (tak naprawdȩ to cztery) powyższe implikacje sa̧ de facto równoważnościami.

ZADANIE -2. Udowodnij, że suma dowolnej rodziny zbiorów otwartych jest zbiorem
otwartym, podobnie jak i przekrój skończenie wielu zbiorów otwartych. Analog-
icznie, przekrój dowolnej rodziny zbiorów domkniȩtych jest zbiorem domkniȩtym,
podobnie jak i suma skończenie wielu zbiorów domkniȩtych.



ZADANIE -1. Niech A bȩdzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Udowod-
nij, że A jest domkniȩty wtedy i tylko wtedy, gdy speÃlnia nastȩpuja̧cy warunek:
jeśli (xn) jest cia̧giem elementów zbioru A i lim xn = x0 (w (X, d)), to x0 ∈ A.

ZADANIE 0. Zbadaj cia̧gÃlość i jednostajna̧ cia̧gÃlość, bycie homeomorfizmem lub
jednostajnym homeomorfizmem z jej obrazem, funkcji f(x) = 1

x na dziedzinach:
(a) R \ 0,
(b) (1,∞),
(c) (0, 1),
(d) (1, 100).

ZADANIE 1. Wykaż, że ograniczoność caÃlej przestrzeni jest wÃlasnościa̧ metryczna̧.
Wskazać przykÃlady, że nie nie jest to wÃlasność topologiczna ani nawet jednostajnie
topologiczna.

ZADANIE 2. Wykaż, że każdy cia̧g podstawowy jest ograniczony.

ZADANIE 3. Wykaż, że funkcja jednostajnie cia̧gÃla przeprowadza cia̧gi podstawowe
w podstawowe.

ZADANIE 4. Wykaż, że zupeÃlność jest wÃlasnościa̧ jednostajnie topologiczna̧ ale nie
topologiczna̧.

ZADANIE 5. Podaj przykÃlad na to, że obraz przestrzeni zupeÃlnej przez hoemomor-
fizm jednostajnie cia̧gÃly (ale taki, że odwrtony jest tylko cia̧gÃly (nie jednostajnie))
nie musi być zupeÃlny.

ZADANIE 6. Wykaż, że podprzestrzeń Y przestrzeni zupeÃlnej X jest zupeÃlna wtedy
i tylko wtedy, Y gdy jest podzbiorem domkniȩtym w X (robilísmy na wykÃladzie).

ZADANIE 7. Wykaż, że podzbiór G ⊂ X jest gȩsty wtedy i tylko wtedy gdy dla
każdego podzbioru otwartego U ⊂ X, U ∩G 6= ∅. (po nastȩpnym wykÃladzie)

ZADANIE 8. Czy pÃlaszczyzna z usuniȩtym koÃlem otwartym jest homeomorficzna
z koÃlem domkniȩtym z usuniȩtym środkiem? (Można zastosować pewna̧ funkcjȩ
zespolona̧). Czy przestrzenie te sa̧ może jednostajnie homeomrficzne?

ZADANIE 9. Wykaż, że przestrzeń metryczna jest ośrodkowa wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje niej przeliczalna rodzina kul, taka że w każdej kuli jest zawarta kula z
tej rodziny. (po nastȩpnym wykÃladzie)

ZADANIE 10. Wykaż, że dowolna podprzestrzeń przestrzeni metrycznej ośrodkowej
jest ośrodkowa. (po nastȩpnym wykÃladzie)

Zrobić zadanie 1 z listy 3.
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